Concursul Traian Lalescu. Anul 1

Problema 1.
(1) Fie 0 € S,, o permutare ciclica de ordin 5, iar § € S,, o per-
mutare ciclica de ordin 6. Demonstrati ca ecuatia z° = o are

solutie in S, si c& ecuatia y> = 3 nu are solutie.
(2) Formulati si demonstrati un rezultat cat mai general, de acelasi
tip cu primul punct al problemei.

Problema 2.
(1) Fie f un endomorfism al lui R™ care satisface (f o f)(x) = =
pentru orice x € R™. Aratati ca exista o baza a lui R" in care

matricea lui f este de forma Iy 0 :
0 —Ihy

(2) Aratati ca grupurile GL(n,R) si GL(m,R) sunt izomorfe daca
si numai daca m = n.

Problema 3.
(1) Fie f: R — R o functie indefinit derivabila astfel incat

1
r(3) =0 vaen
n

Sa se arate ca f*(0) =0, Vk € N,
(2) Fie g : R — R o functie indefinit derivabila astfel incat

1 n?
)l =—"_ Y N*.
g<n> n? 41’ ne

Calculati g™ (0), Vk € N.

Timp de lucru: 3 ore.



Barem anul I

Problema 1. 1 punct din oficiu
(1) Pentru ecuatia z* = o, cauta solutia de forma unui ciclu de

lungime 5 ... .o 2 puncte
Pentru ecuatia y® = 3, descompune y in cicli disjuncti si ajunge
la contradictie ......... ... i 2 puncte
(2) Formularea rezultatului ..................... Maxim 3 puncte
Demonstrarea rezultatului enuntat................... 2 puncte

Problema 2. 1p din oficiu

(1) Valorile proprii sunt £1 ............. ... ... ... 1 punct
Suma subspatiilor proprii este R™ ................... 2 puncte
Finalizare ....... ... . 1 punct

(2) Observatia ca exista exact n — 1 clase de conjugare de elemente
de ordin 2 diferite de id in GL(n,R) ................ 3 puncte
Finalizare ........ ... .. ... . . i 2 puncte

Problema 3.
1. 1p din oficiu
(1) 4 puncte
(2) 5 puncte



Concursul Traian Lalescu. Anul al Il-lea

Problema 1.
Fie p un numér prim gi fie F(X) = XP~1 + XP~2 4 ... ... ... +1.
(1) Aratati ca F' este polinom ireductibil in Q[X].
(2) Aratati ca F'(X?) raméane polinom ireductibil in Q[X].
(3) Formulati si demonstrati un rezultat general, analog celui de la
punctul 2.

Problema 2.
Fie f :]0,1] — R cu f(x) = 0 daca z este numar rational, iar pentru
x numar irational f(z) = n, unde n este numarul de zerouri imediat
dupa virgula in scrierea zecimala a lui z.
(1) Fie n € N. Sa se arate ca functiile f,, : [0,1] — R cu

] fl@) 10" <z<1
fol() _{ 0 altfel

sunt etajate (simple). Sa se deduca de aici ca f este masurabila.
(2) Sa se calculeze
1
[
0
Problema 3.
Fie E un elipsoid si ¢(s) o geodezica pe F, parametrizatd canonic.
Fie 2R(s) lungimea diametrului elipsoidului paralel cu ¢(s) si fie S(s)

distanta de la centrul lui £ la planul tangent la E in punctul c(s).
Sa se arate ca produsul R(s)S(s) este constant.

Timp de lucru: 3 ore.



Barem anul al II-lea

Problema 1.

Din oficiu. ..o 1 punct
(1) Substitutia X « X + 1, apoi criteriul Eisenstein...... 1 punct
(2) Trecerea In Zy[X]|. ..o 1 punct

Descompunerea lui G si Hoo 1 punct
Contradictia ........ ... 2 puncte.
(3) Formularea rezultatului general ..................... 2 puncte
Demonstratia ............... 2 puncte

Problema 2. 1p din oficiu
(1) 4 puncte
(2) 5 puncte

Problema 3. 1p din oficiu

Ecuatia redusa a elipsoidului 22 + b; + i—z =1 .......... 0,5 puncte
N = (%,%,%) enormal la elipsoid ....................... 1 punct
c(s) = (f(s),g(s),h(s)) e geodezica ddaca ¢’ = AN ....... 2 puncte
R:(f__|_ﬁ_|_ﬁ)*1/2 1 t
) T punc
2 2

S = (%%—2—44—2—;)*1/2 .................................... 1 punct
Derivand de 2 ori 5 + % b2 + h—2 = 1 gi folosind conditia de geodezica
Tzl A = — S 1 punct

lde 1 _R2
so(maz) =0 2,5 puncte



