CLASA A XI-A
SOLUTII

1. Fiene N, n>2 si A€ My,(R) cu proprietatea tr(AX) < tr(A) tr(X) pentru orice
X € M, (R). Aratati ca A =0.

Solutie: Fie X € M, (R). Conform ipotezei, tr(A - (—X)) < tr(A) tr(—X), de unde
tr(AX) > tr(A) tr(X). Am obtinut deci tr(AX) = tr(A) tr(X) pentru orice X € M, (R).
Punand X = [,,, obtinem tr(A) = ntr(A), de unde tr(A4) = 0.

Punand X = A, obtinem tr(AA?) = tr(A) tr(A") =0, de unde A =0. O

2. Sirul (ap)n>0 de numere reale se va numi contractiv daca exista r € (0, 1) astfel incat
pentru orice n € N* sa aiba loc relatia |ap+1 — an| < 7|an — an—1|.
a) Aratati ca sirul (ap)n>o definit prin ap =1 si a,, = ﬁ, pentru n > 1, este contrac-
tiv.
b) Aratati ca orice sir contractiv este sir Cauchy. (Un sir de numere reale (ay)n>0 se
numeste gir Cauchy daca pentru orice € > 0 exista n. € N cu proprietatea ca |z, —x,| < €
oricare ar fi m,n > ne.)
c) Dati un exemplu de sgir care nu este convergent, dar satisface relatia
|an+1 — an| < |an — ap—1| pentru orice n > 1.
d) Dati exemplu de sir convergent care nu este contractiv.

Solutie: a) Se aratd mai intai prin inductie ca a,, > 0 si a, € Q pentru orice n € N.
Nu exista n € N astfel ca any+1 = an, deoarece ar rezulta a% + 4a, — 1 = 0, de unde
an = V5 — 2 ¢ Q, contradictie.

Fie acum n > 1.
1 1 lan — an—1|

= — < —
4+(ln 4+an—1 (4+an)(4+an—1) 16

|an+1 - an| |an - an71|-

b) Fie (an)n>0 un sir cu proprietatea |a,+1 — an| < 7|an — ap—1| pentru orice n € N*.
Fie m,n € N*. Cazul m = n este trivial; pentru a fixa ideile, consideram m > n. Avem

|am - an| < |am - am—1| + |am—1 - am—2| + -+ |an+1 - an‘ <

m—n—1 m—n—2 1—pmr n 1
<(r +7r +"‘+1)‘an+1_an’§ﬁr |a1—a0|<1

r"lai — agl;

cum lim —7"|a; — ag| = 0, rezulta ci (a,)n>0 este sir Cauchy.
n—oo 1—T =
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c) Consideram sirul cu termenul general a,, = 14 3 Ly 4 - +1 Se stie ca acest sir este
divergent. Daca n > 1,

1 < 1
n-+2 n—+1

|an+1 - an| = = ’an - an71|-

d) Consideram girul cu termenul general a,, = 1+ 22 4+ 4+ D)2 Se vede ca (an)n>0

n+1)
este crescator; in plus,

1 1 1 1
n <ld—t——t =2 <2
" 1-2 2.3 n(n+1) n+1
prin urmare, (ap)p>0 este si marginit superior. Rezulta cid (a,)n>0 este convergent. Sa
presupunem ca (ap)n,>0 este contractiv. Exista atunci un numar r € (0,1) astfel incat
|an+1 — an| < 7lan — ap—1| pentru orice n € N*. Rezulta ca relatia

(n+1)2
(n+2)?

este valabila pentru orice n € N*, de unde r > 1, contradictie. [J

3. Determinati functiile f : R — R cu proprietatea ca exista a > 1 astfel incat pentru
orice z € R i orice r € Q sa aiba loc relatia |f(x) — f(r)] < |x — r|*.

Solutie: Fie r,s € Q, r < s. Pentru n € N* consideram punctele echidistante xg = r <
1 < xy <...<zy =s. Folosind proprietatea lui f, obtinem:

76) = £ < 217 — )l < Yo =) = B0
=1 =1

Cum lim ‘Z;f'la = 0, deducem ca f(s) = f(r). Prin urmare, exista ¢ € R astfel incat

n—oo

f(r) = ¢ pentru orice r € Q.

Luand acum z € R si un sir (ry,), de numere rationale cu lim r, =z, avem |f(z) — ¢| =
n—oo

|f(z) — f(rp)| < |z —7p]* Cum hm |z —rp|* = 0, rezulta ca f(z) = c¢. Prin urmare, f

trebuie sa fie constantd. Cum, pe de alta parte, orice functie constanta verifica conditia
din enunt, functiile cautate sunt cele constante. [J

4. Consideram A, B € M, (R) astfel incit AB = BA, iar matricea I — A este nilpo-
tentd. Aritati ca det(A + B?) > 0. (O matrice X € My(R) se numeste nilpotentd daca
existd k € N* cu proprietatea ci X* = 0.)

Solutie: Cum I — A este nilpotenta, exista n € N* astfel incat (I — A)" = 0.

Cazul I — A = 0: Avem det(A + B?) = det(Iy + B?) = det(ls + iB) det(Iy — iB) =
|det(Is +iB)|> > 0.

Cazul I — A # 0: Se stie ca, pentru matrici de ordin 2, din (I — A)™ = 0 rezulta
(I — A)?2 = 0, de unde obtinem tr(A) = 2 si det(A) = 1. In aceste conditii, A nu poate
fi de forma Als, A € R, deoarece ar trebui sa avem Iy — A = 0, contradictie cu ipoteza
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acestui caz. Din AB = BA i A ¢ {\2|\ € R} rezulta (de pilda, prin calcul direct) ca
exista a,b € R astfel incat B = aA + bl>. Atunci,

B? = a®A” + 2abA + b’ I, = a®(2A — L) + 2abA + b’ I = (2a° + 2ab)A + (b* — a®) L.
Daca punem
_(* Y
=(17)
obtinem
det(A+B?) = [(2a® +2ab+1)z+ (b* —a?)][(2a® +2ab+ 1)t + (b* —a?)] — (2% +2ab+1)>yz =

= (2a* +2ab+1)?(xt —yz) + (b* —a?)(2a* +2ab+ 1) (x +t) + (b* —a®)? = [(a+b)* +1]* > 0.
U



