CLASA A XII-A
SOLUTII

1. Aratati cad pentru orice x > 0 are loc inegalitatea:

(/ cos? tdt) + 2 </ sin t cos tdt) + </ sin? tdt> < 22
0 0 0

Solutia 1: Consideram f : [0, +00) — R,

x 2 T 2 x 2
flz) = (/ cos? tdt> +2 (/ sin ¢ cos tdt) + (/ sin? tdt) — 22
0 0 0

T

f(z) = 2cos2sc/

xr
cos® tdt + 4sin x cos x / sin ¢ cos tdt+
0 0

xX x
+25sin? x/ sin? tdt — 2z = 2/ cos®(x — t)dt — 2.
0 0

Cum cos?(z —t) < 1, avem f’(x) < 0, deci f este descrescatoare pe [0, +00).
Prin urmare, pentru fiece z € [0, 4+00) avem f(z) < f(0) =0. O

Solutia 2: Conform inegalitatii Cauchy-Buniakovski-Schwarz in forma

integrala,
x 2 x z
< / sin 2tdt> <4 ( / sin® tdt) < / cos? tdt) =
0 0 0
z T 2 x x 2
= 230/ cos? tdt — 2 (/ cos? tdt> + 23:/ sin? tdt — 2 (/ sin? tdt) .
0 0 0 0

De aici rezulta

x 2 T 2 T 2
2 ( / cos? tdt) +4 < / sin t cos tdt) +2 ( / sin? tdt) < 222,
0 0 0

O

2. Aratati ca grupul GL3(R) admite un subgrup cu 2010 elemente.

Solutie: Pentru fiecare n € Z consideram matricea

2nm 2nm

CO'S @ﬂ— Sin @ 0
A(k) - —Slnm COSm 0
0 0 1

Remarcam ca pentru orice m,n € Z are loc relatia A(m)- A(n) = A(m+n).

De aici deducem ca H = {A(n)|n € Z} este inchisa la inmultire. Cum pentru

orice n € Z avem A(n)+ A(—n) = A(0) = I3, rezulta ca A(n) € GL3(R), iar
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inversa sa este A(—n). In consecintii, H C GL3(R), H e inchisd la inmultire
si contine inversele (din GL3(R)) ale tuturor elementelor sale, deci H e sub-
grup al lui GL3(R).

Intrucat pentru x,y € R avem cosz = cosy si sinx = siny daca si numai
dacd x —y = 2nm,n € Z, deducem ca H = {A(0), A(1),...,A(2009)}, iar
elementele A(0), A(1),...,A(2009) sunt distincte doua cate doud. Prin ur-
mare, H are exact 2010 elemente, deci este un subgrup al lui GL3(R) de
tipul cerut. [

3. Determinati functiile continue f : R — R care verifica relatia urmatoare
pentru orice n € N* si orice z € R:

Solutie:  Cum membrul stang al relatiei date este o functie derivabila
in raport cu x, rezulta ca f este derivabila. Derivam relatia si obtinem
fl(x) =n (f (m + %) — f(x)) pentru orice x € R si orice n € N*; de aici se
obtine si continuitatea lui f’. Prin prelucrarea relatiei anterioare se obtine
pentru orice x € R si orice n € N*

f’(x):n<f<x—|—i)—f<x—|—21n>+f<$+;n> —f(w)) =

1, 1 1,

- an (x—i— 2n> n 2nf ().
De aici rezulta ca pentru orice x € R si orice n € N* avem f’ (a: + %) =
f'(z). In continuare, putem scrie f'(x) = f’ (z+ ﬁ) = f (z+ %) S
inductiv, se obtine f’ (z + %) = f’(x) pentru orice z € R si orice k,n € N*.
Punand x = 0, obtinem f’ (%) = f’(0) pentru orice k,n € N*. Considerand
k€ Z*, n € N* gi punand = = %, obtinem f’ (%) = f/(0). Prin urmare,
am obtinut f/'(r) = f/(0) pentru orice r € Q. Luand acum z € R gi un sir
(rn)n de numere rationale cu lim r, = z, continuitatea lui f’ conduce la

n—oo
fi(@) = lim f'(r,) = f(0).
R n—oo
In concluzie, f’ este constanta, prin urmare exista doua numere reale a si b
astfel incat f(x) = ax + b. In aceste conditii, relatia din enunt se rescrie
J:—&-% 1
n2/ (at + b)dt = n(ax + b) + 5
X

Efectuand calculele, constatam ca aceasta relatie este echivalenta cu n(ax +
b) + a = n(az + b) + 3, de unde rezultd a = 3.
In concluzie, functiile cautate sunt cele de forma f : R — R, f(z) = z+b. O
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4. Presupunem ca R este un inel nenul, finit, in care relatia 22 4y?+22% =
0 nu poate fi indeplinitd decat de x = y = z = 0. Aréatati cd R trebuie sa
aiba numar par de elemente.

Solutie: Fie R ca in enunt. Presupunem ca R are un numar impar r de
elemente. Notand cu n ordinul lui 1 in grupul aditiv (R, +), n trebuie sa
divida r, deci n este gi el impar. Atunci, 2n este congruent cu 2 modulo 4,
deci, conform teoremei Gauss-Legendre, el se scrie ca suma de trei patrate
de numere naturale, s& zicem 2n = a®+b*+c?. Din 2n = 2 (mod 4), rezulta
ca unul dintre numerele a, b si ¢, sa zicem a, este par, iar celelalte doua sunt
impare. Scriem a =2a, b=284+1,c=2y+1, cu «, 8,7 € N. Atunci,

on =40+ (28 +1)% + (27 + 1) = 4a® +2 (6+7+1)2+(5—’y)2};

punand z = B+~+1,y = |3 —7| si 2 = a, obtinem relatia n = x2 +y? + 222
in numere naturale. Aceastd relatie conduce la 2% + y? + 222 = 0 in R.
Conform ipotezei, aceasta conduce laz = y = z = 01n R, de unde obtinem in
numere naturale relatiile n|x, n|y si n|z, ceea ce implica n?|n, deci n € {0,1},
contradictie. [



